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POANGGRANSER: 3 18-24p, 4 25-31p, 5 32-40p. Varje uppgift ar vird 8p

1. Anvand Laplacetransformen for att bestdmma y sadan att
y(0) =1 samt 3/(£) — 6 y(t) + 3+ 10 fotcos( t— 1) yr)dr=0, t>0.

LOSNING
Vi Laplacetransformerar och utnyttjar att integralen ar faltningen mellan
cos(t) och y(1).

3 10sY
SY()-1-6Y()+ >+ 05V _ g
S s2+1

9
Y — s2+1
)= T2 32

Hogerledet partialbraksuppdelat:
1 2 5
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2s  s-—1 2(s—2)

Efter inverstransformering far man

2. (a) Avgor om differensekvationen
y(n +2) + i y(n) —y(n+1) = u(n), n=0 ar stabil.

(b) Los ovanstaende ekvation da y(0) = 1, y(1) = 2 och u(n) = 1.

23 maj 2007.nb

LOSNING
(a) Enligt kand sats rader stabilitet omm polerna till
overforingsfunktionen H(z) ligger i enhetsskivan |z]| < 1.
Z-transformering av

h(n +2) + i h(n) — h(n + 1) = &(n) dir h(0) = h(1) = 0

ger

2 Hz) + %ﬁ —2H(z) =1

4
HE) = G739

Som synes har overforingsfunktionen dubbelpolen z = % Den ligger inuti

enhetsskivan. Darmed rader stabilitet.

(b) Forst berdknar vi nagra inledande véarden. Kan vara bra att ha for att
kontrollera var 16sning sa smaningom . ..

n 0 1 2 3
11 13
y(n) 1 2 4 4

Z-transformering av y(n + 2) + i yn)—yn+1) =1, y0)=1, y(1) =2

resulterar 1

22 Y(2) + %ﬁ -Y(@)z =

+22+2z—z
z—1

Y(2) 4z3
Z) =
(z=1)(22z-1)2

Vi gor en smart partialbraksuppdelning

N I
Y(z)—z[z_1 z—% oz |

Inverstransformering med hjéalp av tabell ger nu y(n) =4-32""-2""p
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Till sist kontrollerar vi var 16sning mot de inledningsvis berdaknade vérdena:

n 0 1 2 3
939271 44 1 2 11 13
4 4

3. (a) Konvergerar Fourierserien i origo for den 2x-periodiska funktionen i
figuren? Mot vad i sa fall?

(b) Bestdm Fourierkoefficienterna och Fourierserien for faltningen
mellan 3199 1<24 et ™t och den 27-periodiska funktionen i figuren.

1
e
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LOSNING

(a) Figurens funktion har vanster och hégerderivator i origo. Darfor

konvergerar dess Fourierserie — enligt Dirichlets konvergenssats — mot
3.1
—_—— + —_
medelvirdet —2—2 = -1
2 2
(b) Enligt faltningsformeln géller ¢, (f * g) = ¢ (f) - cn(9)-

I vart fall ar f(¢) lika med 222<|n|<24 et och g ar den 2m-periodiska

funktionen i figuren.

f som ar en andlig 27-periodisk Fourierserie har Fourierkoefficienterna
1da|n| =22, 23, 24

cn(f) = { 0 f.5.

¢:s Fourierkoefficienter da?

De kan beraknas med hjéilp av integralformeln (Notera att g inte ar uddal)
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1 .
cn(g) = 2—f"g(t) e tntat =
-

T

+
L(fo—ie_’mtcﬂt+fﬂle_”.ntcﬂt) i
2r - 2 0 2

P17 - 1) _{—%, nudda
nmu 0, n jamn och nollskild

Alternativt kan de beraknas genom omskalning och vertikal translation av
formelsamlingens fyrkantssignal och dess Fourierserie.

Om formelsamlingens funktion kallas g1 (¢) s& ar g(t) = —% + gl(QL).
Ve

Dérmed blir ¢:s Fourierserie lika med — L) —% elnt.
n udda
Det foljer att c,(g) =0 da n e {22, 24}, co3(g) = —%ﬂ-, c_93(g) = 223—2
28 2
-=L dan=23
5 dan
AlltSEol, Cn(f*g) = 21 dan=-23
23n
0 f.0.
Harav,
S entfegenit=
L2630ty 20 23ito 20 (23l o2it)o 4 o3y,
231 237 231 237
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4. Fouriertransformera nedanstaende funktion

sin(%4) )2
(a) med hjélp av transformparet A(t) ~ (T) ,
2
(b) med hjalp av Fouriertransformens definition.
LEDNING till (a): Funktionen &r en linjarkombination av tva

translaterade omskalade versioner av A(t).

LOSNING
Lat oss kalla den givna funktionen for f.

(a) Det &r tydligt att f(¢) ar en linedrkombination av tva omskalade och
translaterade versioner av A(t). Narmare bestamt ar

f(t) = 2-A(% (t+2))—2-/\(% (t—2))

Det foljer att
f ~ 2,2€i2w(si_n(_w)_)2 _2,2(8—i2w(81n(w) )2

w u

j - i 2 .. ] 2
= 4(@’127" —-e ”2w)(—smu()w)) = 8usm(2w)(—smu()w)) .

Man konstaterar att transformen blev en udda imaginar funktion, vilket
var forvantat eftersom signalen f ar en udda reell funktion.

(b) f() ~ [® fHyetvWiat g—ZifO‘x’f(t)sin(w Hdt
= —2i(JZ(~tysin(wydt+ [t —4)sin (wi)dt)

2 w cos(2 w)—sin(2 w) + —2 w cos(2 w)—sin(2 w)+sin(4 w) )
_ . sin(4 w)—2 sin(2 w)
= -2i 3
¢ Tank pa att f(t) eTtwt = f(t) cos(w t) —i f(t) sin(w t) och att f(t) cos(w t)
ar jamn medan f(¢)sin(w t) ar udda eftersom f(¢) ar jamn.

= -2
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sin(4 w) — 2 sin(2 w) _ 9 2 cos(2 w) sin(2 w) — 2 sin(2 w) 3
w2 w2
in(2 2uw)—1 sin(2 w) (-2 sin? (w)
A sin(2 w) (cos(2 w) — 1) -4 ( ) _ 8 sin(2 w)(
w? w2

Kontroll : -2

sin(w) )2 |

w

5. Los foljande varmeledningsproblem for en cirkular trad. Bestam ocksa
gransvardet av u(z, t) da t - oo.
u(z, ) =ug oz, t), —r<z<m t>0

u(x, 0) =20+ 2|, —-n<zx<nm

LOSNING

Lat oss soka en Fourierserielosning i rumsriktningen med tidsberoende

koefficienter. Dvs
o0

Wz, )= Y cp(t) el (1)
n=—00

Om (1) pluggas in i virmeledningsekvationen foljer

00 2 00

0 ; 0 ;
= 2L e = o B ety et
T

n=-—00 n=—oo

Efter derivering termvis fas
o0 o0

Z Cn, () ei nT _ Z —n2 en(D) ei nx
n=—oo n=—oo
Identifieras koefficienterna erhélls ¢’ (t) = —n? cp(t) och darmed

2
cp(t) = Cp et

(e0]
2 .
Séledes har vinu u(z, t) = Z Cpe ™ tel™T Qir C), bestims av

n=—00
oo .
20 + |z| = u(z, 0) = Z Cpehn?®

n=—oo

Denna likhet informerar oss om att Cjar begynnelsetemperaturens
Fourierkoefficienter. Det foljer att

1 v 1 U T
CO=—f (20+|§|)d§=—f(20+§)d§=20+—
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